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Resumo 

Em sistemas de inferência fuzzy, a especificação do grau de 
pertinência é feita pelo mapeamento do grau de incerteza no 
intervalo [0,1]. No entanto, esse intervalo muitas vezes não é 
suficiente para mapear determinados casos em que a preci
são dos dados é muito importante para o problema. Para 
isso, é necessária a especificação de sub-intervalos do inter
valo [0,1] para o grau de pertinência, permitindo desta for
ma a obtenção de resultados mais precisos. Neste trabalho, é 
apresentado um sistema de inferência fuzzy intervalar atra
vés de um exemplo. 

P a l a v r a s - C h a v e s : Lógica Fuzzy;Matemática Intervalar; 
Inferência Fuzzy Intervalar. 

1 INTRODUÇÃO 

Para o m a p e a m e n t o de p rob lemas que tratam do raciocínio aproximado, a 
modelagem fuzzy (Zadeh, 1965; Cox, 1996; Bojadziev; Bojadziev, 1996;Nguyen; 
Walker, 1999) vem sendo utilizada, sem nenhuma sombra de dúvida, com sucesso 
desde os anos 80. A crescente ut i l ização des ta abo rdagem tem proporc ionado a 
observação de suas deficiências . U m a delas é que com o m a p e a m e n t o das infor
m a ç õ e s nebulosas o especial is ta prec isa construir u m a função de pert inência 
fuzzy a t r ibuindo aos valores do domín io , por exemplo , u m número real para seu 
grau de cer teza. A l g u m a s vezes é difícil para o especial is ta de terminar se o grau 
de certeza é 0.5 ou 0 .501 , por exemplo ( Y A M , 1999). 

Mui tos t rabalhos vêm sendo desenvolv idos no sent ido de utilizar inter
valos no m a p e a m e n t o das incer tezas (Turksen, 1986; Rocha ; Kreinovich, 1996; 
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Rocha , 1997a; Rocha, 1997b; Yam; M u k a i d o n o ; Kreinovich , 1999; Kreinovich; 
M u k a i d o n o , 2000 ; Kreinovich et al, 2000) , ass im, corno em trabalhos anteriores 
dos própr ios autores (Silveira; Bedregal , 2001a; Silveira e Bedregal , 2001b ; 
Silveira; Bedregal , 2001c ; Silveira; Bedregal , 2001d; Silveira; Bedregal , 2001e; 
Silveira; Bedregal , 200lf ; Silveira; Bedregal , 2001g ; Silveira; Bedregal , 2 0 0 l h ) . 
Nes te t rabalho, p ropomos a ut i l ização de intervalos na cons t rução do s is tema de 
inferência fuzzy, o que c h a m a m o s de s is tema de inferência fuzzy intervalar. Para 
tanto é def inido na seção 2 o concei to de conjunto fuzzy intervalar, função de 
per t inência fuzzy intervalar e t ambém é mos t rado o teorema da cont inuidade que 
dá supor te a esses concei tos . N a seção 3, é apresen tado o Sis tema de inferência 
fuzzy intervalar e na seção 4 um es tudo de caso , e, f inalmente, na seção 5, as 
cons iderações finais. 

2 CONJUNTOS FUZZY INTERVALAR 

A principal diferença entre um conjunto fuzzy e um conjunto fuzzy intervalar 
está no grau de pert inência: no pr imeiro , o grau de per t inência é um número real 
pertencente ao intervalo [0,1.]; no segundo, o grau de pertinência é um subintervalo 
do intervalo [0,1]. 

U m conjunto fuzzy é definido c o m o : 

A = {(x,vA(x))/xe í / } , ( l ) 
onde (LlA(x) e [0,1 ] e U é o universo de d iscurso de A. 

Ana logamen te , um conjunto fuzzy intervalar é definido c o m o : 

A = {(x,q>A(x))/xe U}, (2) 
onde U é o universo de discurso de A e cpA(x) e I[0,1] = {[a, b] e IR / 0 < a < b < 
1}. (p A é a função de per t inência para o conjunto fuzzy intervalar A. 

Para o conjunto fuzzy intervalar t empera tu ra "quen te" , pode-se ver sua 
representação na figura 1, com os graus de per t inência intervalares para 40°C, 
50°C e 60°C, respectivamente os intervalos [0 .1 ,0 .25] , [0.18, 0.65] e [0 .4 ,0 .8] . 
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Figura 1 - Conjunto Fuzzy Intervalar Temperatura "Quente" 

Se a função de per t inência intervalar (p for cont ínua , então, segundo o 
teorema da continuidade, mos t rado e m (Silveira e Bedregal , 200 lg) , existem 
funções cpA i, cpA s: U -> [0, l] cont ínuas , tais que x e U, cpA(x) = [cpA i(x) 5 (p A s (x)] , 
por tanto <pA i(x) < 9 A s (x ) , onde 9 é chamada de função de limite inferior e (p de 
função de limite superior (Silveira; Bedregal , 2001a). 

O grau de pert inência intervalar para um de te rminado valor x é dado pelo 
intervalo formado pelo grau de pert inência da função de limite inferior e pelo grau 
de per t inência da função de limite super ior desse valor x, ou seja: 
(pA(x) = [(pA i(x),(pA s(x)] (3) 

3 SISTEMAS DE INFERÊNCIA FUZZY INTERVALAR 

C o m o o s is tema de inferência fuzzy intervalar é baseado no s is tema de 
inferência fuzzy. ele possui bas icamente os m e s m o s componen tes , sendo que 
todo o t ra tamento é feito em c ima de intervalos. C o m o ilustra a figura 2. 

Entradas 
Precisas FUZZICADOR 

INTERVALAR 

REGRAS 

INTERFERÊNCIA 
INTERVALAR 

DEFUZZICADOR 
INTERVALAR 

Saídas 
Precisas 

Figura 2 - Sistema de Inferência Fuzzy Intervalar 

O sis tema de inferência fuzzy intervalar funciona igualmente ao sistema 
de inferência fuzzy: os dados de en t radas são cap tu rados pelo fuzzificador 
intervalar, mapeando-o nos conjuntos fuzzy intervalar, na fase át funificação 
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intervalar. As regras fuzzy intervalar são executadas e através do processo de 
inferência fuzzy intervalar, os conjuntos fuzzy so lução são gerados , para só 
então poder ser ex t ra ído o resul tado final do s i s tema através da de fuzzificação 
internai ar. 

3 . 1 FUZZIFICAÇÃO INTERVALAR 

Duran te a fuzzificação intervalar, os valores de entradas do s is tema são 
mapeados nos conjuntos fuzzy intervalar re levantes para o p rob lemas . São pro
duzidos os graus de per t inência para cada conjunto em ques tão . Neste caso , 
serão produz idos dois graus de per t inência para cada conjunto fuzzy, o grau de 
per t inência intervalar inferior cp.(x) e o grau de per t inência intervalar superior 
<PSW-

3 . 2 INFERÊNCIA FUZZY INTERVALAR 

Assim como nos sistemas fuzzy, o mecanismo de inferência fuzzy intervalar 
utiliza a genera l ização da inferência modus ponens . 

3 . 2 . 1 M O D U S PONENS GENERALIZADO 

A inferência fuzzy intervalar utiliza uma generalização da inferência modus 
ponens ( G M P ) e u m a regra de inferência compos ic iona l . Ass im, a inferência 
fuzzy é definida c o m o : 

Premissa 1: x is A -> y is B 
Premissa 2: x is A 
Conseqüen te : y is B '  

Logo, B ' = A ° R(x, y) = A ° ( A - > B ) , onde A, A B e B'são conjuntos fuzzy, 
x e y são var iáveis fuzzy, R(x, y) é a relação binaria fuzzy de impl icação e ° é o 
operador de composição . O conjunto fuzzy B ' t ambém é chamado de região fuzzy 
solução B ' . 

3 . 2 . 2 INFERÊNCIA FUZZY INTERVALAR 

A inferência fuzzy intervalar é dada através da uti l ização das definições 
fuzzy intervalar. A equação 4 é general izada para: 

B' = A' 0 9 t ( x , y) = A' 0 (A->B) (4) 
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onde A, A' B e B 'são conjuntos fuzzy intervalar, x e y são variáveis fuzzy intervalar, 
9? (x, y) é a re lação fuzzy intervalar, e 0 é o operador de compos ição intervalar. A 
interpretação gráfica para a inferência fuzzy min-max intervalar é similar à inter
pre tação fuzzy, sendo que neste caso se t rabalha com as funções de limite infe
rior (cp.) e super ior (cps), ge rando duas regiões fuzzy solução, c o m o pode ser visto 
no es tudo de caso . 

3 . 3 DEFUZZIFICAÇÃO FUZZY INTERVALAR 

O processo de defuzzificação intervalar é obtido através da defuzzificação 
dos conjuntos so luções inferior (d.) e superior (d s ) , a través de qualquer dos 
mé todos de defuzzif icação fuzzy tradicionais. O resul tado é um intervalo forma
do pe lo valor da defuzzif icação da função inferior (d.) e super ior (d s ) : 

D l = [min(d, d ) , m a x ( d , d )]. ( 5 ) 

Caso se deseje calcular um único valor como solução para a defuzzificação 
intervalar, pode-se extrair o ponto méd io do intervalo encont rado , isto é: 

d = ( d + d ) / 2 ( 6 ) 

4 ESTUDO DE C A S O : CONTROLA DOR DE TEMPERATURA FUZZY INTERVALAR 

Cons ide re o e x e m p l o de u m sis tema para controlar o termosta to do aque
cedor de um vent i lador i lustrado na figura 3, adaptada do exemplo mos t rado em 
( A P T R O N I X , 1999). A tempera tura da sala é de tec tada através de um sensor, o 
qual é u m a das en t radas do cont ro lador de temperatura . Outro sensor detecta a 
u m i d a d e relat iva da sala, a qual t ambém é uma entrada para o controlador de 
tempera tura . O cont ro lador tem c o m o saída a ve locidade do ventilador, ou seja, 
q u a n d o o vent i lador deve ser ajustado para deixar a sala na tempera tura deseja
da. 

Controlador de Temperatura 

Controlador 
Velocidade 
Ventilador 

Sala 

(̂ Ventilador 
Sensores 

Umidade 
Temperatura 

Figura 3 - Controlador de Temperatura Fuzzy 
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U m termostato fuzzy intervalar funciona semelhante ao termostato fuzzy, 
porém, os valores capturados pelos sensores de entrada, umidade e temperatura , 
serão melhores t ratados através de conjuntos fuzzy intervalar, pois , possuem 
uma m a r g e m de erro para os valores fornecidos pelos especial is tas na constru
ção desses conjuntos . Ass im os valores de en t rada d o s i s tema serão melhor 
definidos, pois , permi tem considerar a opinião de vários especial is tas ao m e s m o 
tempo (SILVEIRA; B E D R E G A L , 2001 h) ; desta forma, aumenta a precisão dos 
dados de saída. A seguir, será especif icado o suficiente para ser anal isado o 
desenvo lv imento de um s is tema fuzzy intervalar. 

4 . 1 IDENTIFICAÇÃO DAS VARIÁVEIS OU CONJUNTOS FUZZY INTERVALAR 

A variável l ingüíst ica de ent rada é a temperatura que possui os seguintes 
atributos: gelado, frio, morno e quente e a variável umidade que tem como atribu
tos: alto, méd io e ba ixo . A variável de saída é a velocidade do ventilador que 
possui os atr ibutos: parado, ba ixo, méd io e alto. 

4 . 2 FUNÇÃO DE PERTINÊNCIA 

A escolha da função de per t inência é mui to impor tante para o desempe
nho do s is tema. Funções não l ineares p o d e m ser ut i l izadas, no entanto quando 
se têm mui tas variáveis , a ut i l ização destas funções pode requerer grande quan
tidade de memór ia no seu processamento . Uma alternativa para amenizar o esfor
ço de p rocessamento é a in terpolação das funções de per t inência mais comple
xas, t ransformando-as em funções l ineares. Desta forma, os conjuntos fuzzy 
intervalar são baseados em funções t r iangulares , ad ic ionando uma margem de 
erro de 0.5 para os valores de ma io r incer teza e essa margem vai d iminuindo à 
med ida que os valores se ap rox imam da ex t remidade , visto que são regiões que 
possuem um maior grau de cer teza sobre os valores . O domín io do conjunto 
fuzzy intervalar temperatura é a temperatura em graus Farenhait (°F) e seu univer
so de d i scussão está entre 0°F e 100°F (figura 4) . O domín io do conjunto fuzzy 
intervalar umidade é a pe rcen tagem de vapor d ' á g u a cont ida no ar e o universo 
compreende entre 0% e 100% (figura 5). 
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Figura 4 - Conjunto Fuzzy Intervalar Temperatura Figura 5 - Conjunto Fuzzy Intervalar Umidade 

Enquan to o domín io do conjunto fuzzy intervalar velocidade do vent i lador é a 
velocidade em rotações por minu tos ( R P M ) e seu universo está entre 0 R P M e 50 
R P M (figura 6). 

4 . 3 REGRAS E MECANISMOS DE INFERÊNCIA FUZZY INTERVALAR 

As regras são e laboradas baseadas nos conjuntos fuzzy intervalar defini
dos an ter iormente e servirão para gerar as conclusões a partir das entradas do 
s is tema. O controlador de t empera tu ra descr i to ac ima pode ser definido pelas 
seguintes regras: 

R I : If temperatura is ge lada and umidade is alta Then vel__ventilador is 

alta. 

R2; If temperatura is fria and umidade is alta Then vel_ventilador is media. 

R 3 : If temperatura is morna and umidade is alta Then vel__ventilador is 
baixa. 
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R4: 
parado. 

If t empera tu ra is quente and umidade is alta Then ve i_vent i lador is 

R 5 : If t empera tura is gelada and umidade is média Then vel_vent i lador is 
média. 

R6: íf t empera tura is fria and umidade is méd ia Then vel_.ventilador is 
baixa. 

R7: / / t empera tura is morna and umidade is média Then vel_vent i lador is 
parado . 

R 8 : If t empera tura is quente and umidade is média Then vel_vent i lador is 
parado. 

R9 : If t empera tura is gelada and umidade is baixa Then vel__ventilador is 
média. 

RIO: If t empera tura is fria and umidade is baixa Then ve l_vent i lador is 
baixa. 

RI 1: If tempera tura is m o r n a and umidade is baixa Then vel_ venti lador is 
parado. 

R I 2 : If temperatura is quente and umidade is baixa Then vel__ventilador is 
parado . 

Estas regras serão ut i l izadas tanto pela função e l imite inferior c o m o pela 
função de limite superior. Será utilizada a inferência min-max intervalar (Silveira e 
Bedregal, 2001b). 

5 EXECUÇÃO DO SISTEMA DE INFERÊNCIA FUZZY INTERVALAR 

U m cont ro lador fuzzy intervalar t rabalha semelhante a um s is tema con
vencional : ele acei ta u m valor de entrada, desenvolve alguns cá lculos e gera um 
valor de saída. Este processo é chamado de sistema de inferência fuzzy intervalar 
e t rabalha com as três e tapas distintas. A execução do sistema de inferência fuzzy 
intervalar é semelhan te à execução do sis tema de inferência fuzzy, A diferença 
está na ut i l ização das funções de limite inferior e superior, que serão tratadas 
c o m o duas funções sepa radamente conforme garante o teorema da cont inuidade 
discut ido an ter iormente . 
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5 . 1 FUZZIFICAÇÂO INTERVALAR 

Pr imei ramente , os dados de entradas são fornecidos ao s is tema, Nes te 
caso, os dados são cap turados pelos sensores de temperatura e umidade que 
serão t ransformados e m valores fuzzy. As entradas fornecidas ao s is tema serão 
fuzzificadas em intervalo de pertinência, determinados pela função de limite infe
rior e superior, respect ivamente . Para o valor da temperatura igual a 78°F, tem-se 
o grau de per t inência intervalar para quente igual a [0.2;0.38 ] e para m o r n o igual 
a [0 .38; 0 .74] . Confo rme most ra a figura 7, para a umidade de 7 0 % , ob tém-se o 
grau de per t inência intervalar para médio de [0.2;0.5] e o grau de per t inência 
intervalar para alto de [0.5;0.8] , c o m o mostra a figura 8. 

Figura 7 - Fuzzificaçâo Intervalar para 78°F Figura 8 - Fuzzificaçâo Intervalar para 70% de umidade 

5 . 2 AVALIAÇÃO DAS REGRAS OU INFERÊNCIA FUZZY INTERVALAR 

Duran te a e tapa de inferência fuzzy intervalar, a função de per t inência 
intervalar será d e s m e m b r a d a nas funções de limite inferior e de l imite superior, 
para se rem t raba lhadas separadamente . 

Para a função de l imite inferior, as regras são aval iadas e a lgumas são 
d isparadas apl icadas e ob tém-se c o m o resul tado o seguinte: 

Pela R 3 : A vel_vent i lador é baixa com um grau de per t inência intervalar 
inferior que é o m í n i m o entre o grau de per t inência inferior para ter t empera tura 
morna (0.38) e umidade alta (0.5). Ou seja min(0.38;0.5) 

Pela R4: A vel_ventilador é parado com grau de pertinência inferior min(0.2; 
0.5). 

Pela R 7 : A vel_vent i lador é parado com grau de pert inência inferior 
min(0.38; 0.2). 
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Pela R8: A vel_ventilador é parado com grau de pertinência inferior min(0.2; 

C o m o resul tado, o m í n i m o de cada regra é projetado no conjunto fuzzy 
inferior do conseqüen te das regras , conjunto fuzzy inferior da velocidade do 
ventilador. C o m o mostra a figura 9. 

F icando-se com a região máx ima da projeção das regras ilustrada na figura 
10, a região fuzzy solução inferior. Para a função de limite superior procede-se 
semelhantemente . 

Pela R 3 : A vel_vent i lador é baixa com um grau de pert inência intervalar superior 
que é o mín imo entre o grau de pertinência superior para temperatura morna (0.74) 
e umidade alta (0.8). Ou seja min(0.74;0.8) 

Pela R4: A vel_ventilador éparado com grau de pertinência superior min(0.38; 0,8) 

Pela R7 : A vel_ventilador éparado com grau de pertinência superior min(0.74; 0.5) 

Pela R8 : A vel_ventilador éparado com grau de pertinência superior min(0.38; 0.5) 

C o m o resul tado o mín imo de cada regra é projetada no conjunto fuzzy 
super ior do conseqüente das regras, conjunto fuzzy superior da velocidade do 
ventilador. C o m o mostra a figura 11. 

0.2). 

Figura 9 - Inferência Fuzzy Intervalar Min-Max Inferior Figura 10 - Região Fuzzy Solução Inferior 
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Figura 11 - Inferência Fuzzy Intervalar Min-Max Supeior 

Superior 

Figura 12 - Região Fuzzy Solução 

Obtendo-se a região fuzzy solução superior i lustrada na figura 12. 

5 . 3 DEFUZZIFICAÇÃO INTERVALAR 

A defuzzificação intervalar D é um intervalo obtido pela defuzzificação da 
região fuzzy inferior e superior, respect ivamente , de acordo com a equação: 

D = [ m i n ( d i , d s ) ;max(d ,d ) ] 

Defuzzificação da região fuzzy inferior é um valor aproximadamente igual a 
12.56 R P M , (ilustrado na figura 13). 

A defuzzificação centróide é dada por 

d. = (0*0.2+8.1*0.2+11*0.38+19*0.38+21.9*0.2+25*0) / (0.2+0.2+0.38+0.38+0.2+0) 

d. = 12.79 RPM 
i 

E a defuzzif icação da região fuzzy de l imite superior é aproximadamente 
igual a 12.33 R P M , (ilustrado na figura 14). 

d = (0*0.5+8.5*0.5+11.2*0.74+18.4*.74+21.2*0.5+25*0) / (0.5+0.5+0.74+0.74+0.5+0) 
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Figura 13-Defuzzificação Intervalar Inferior Figura 14-Defuzzificação Intervalar Superior 

Ass im a defuzzificação intervalar é o intervalo D = [ 12.33; 12,79] 

Encont rando o ponto médio do intervalo acima, encontra-se um valor final 
para a defuzzificação, igual a: 

D =12 .56 

Este valor possui um grau de precisão maior que o fuzzy, pois foi dado uma 
margem de erro aos valores durante a const rução da função de pert inência, assim 
c o m o não foram descar tados valores com interpolação ou simplificações que 
perdem valores importantes para o desenvolv imento do sistema. 

6 CONSIDERAÇÕES FINAIS 

Apesar de muitos trabalhos estarem sendo produzidos utilizando intervalos 
na de teminação do grau de pert inência, este foi desenvolv ido com o objetivo 
principal de obter um sis tema de inferência fuzzy intervalar, que é o produto final 
deste artigo. 

O e s t u d o d e ca so foi d e s e n v o l v i d o e m p i r i c a m e n t e , sem a a juda de 
especialista na área, assim como a margem de erro uti l izada no exemplo . 

Os resul tados na defuzificação são bastante próximos com relação aos 
sistemas fuzzy (12.56 e 12.76). Este exemplo, em particular, não possui um impacto 
grande mas , cer tamente , terá se for apl icado em si tuações onde a precisão de 
déc imos ou até mi lés imos sejam relevantes , como em problemas de economia ou 
extração de petróleo, onde uma pequena diferença na fusão de um barril faz uma 
grande diferença quando se tem milhares de barris de petróleo. 
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Abstract 

In fuzzy inference systems, the specification of membership 
degree is made by the mapping of the uncertainty degree in 
the interval [O,1 ]. However, that interval many times it is not 
enough modelling cases in that the precision of the data is 
very important for the problem. For that, it is necessary the 
specification of sub-intervals of the interval [0,1] for the 
membership degree, állowing obtaining of more necessary 
results. In this work, a fuzzy intervallic inference system is 
presented, and also an example. 

Key words: Fuzzy Logic; Interval Mathematics; Interval Fuzzy 
Inference. 

R. FARN, Natal, v.l, n.2, p. 101 - 115 Jan./jun.2002, 




